Egzamin z Rachunku prawdopodobienistwa II — 19.02.2024

Sposréd ponizszych zadari prosze wybrac 5. Za kazde zadanie mozna uzyskacé maksymalnie 10 punk-

tow.

W przypadku oddania 6 zadan, do oceny bedzie sie liczyé 5 ocenionych najniZej. Odpowiedzi

prosze udzielaé w postaci zwartych wzoréw. Mogq byé wyrazone w terminach dystrybuanty standardo-
wej zmiennej gaussowskiej. Nalezy precyzyjnie uzasadniad rozwigzania, powolujgc sie na odpowiednie
fakty z wykladu lub éwiczen.
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Niech X1, X»,... beda zmiennymi i.i.d. o gestosci g(x) = 2zl 1)(7). Wyznaczy¢ wszystkie liczby
a € R, takie ze ciag
Y, =n% min X;
1<i<n

Jest zbiezny wedltug rozkladu. Dla kazdej z tych liczb wyznaczy¢ rozklad graniczny.

Czy funkcja ¢: R — R, zadana wzorem
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o < Lo— dlat#0,
1 dla t =0

jest funkcja charakterystyezna? Odpowiedz uzasadnié.

Wskazéwka: Twierdzenie Lévy’ego-Craméra oraz réwnosé (1 — a?) = 2(1 — a)]%.
Niech Xy, Xs,... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi, takimi ze P(X; = 1) = 1/i oraz

P(X; =0) =1-1/i. Niech S, = X; + ...+ X,,. Oznaczmy

S, — ES,
Zn = VInnsin (i———")
Inn
Dla t € R zbadac¢ zbieznos¢ ciagu Ecos(tZ,). Jesli jest zbiezny — wyznaczyé granice, w przeciw-
nym przypadku — uzasadnié¢ brak zbieznosci.

Zmienne Xi, X, ... sa niezalezne, o tym samym rozkladzie P(X,, = —1) = P(X,, = 1) = 1/4,
P(X,, =0)=1/2. Niech Sy =0, S5, = X1+ ...+ X, dlan > 1. Niech 7 = inf{n > 0: S, €
{-10,5}}. Wyznaczyé ET.

W urnie sa trzy kule. Na poczatku sa to dwie kule biale i jedna czerwona. Nastepnie przepro-
wadzamy wielokrotnie nastepujacy eksperyment. Niech b oznacza liczbe kul bialych w urnie w
danej chwili. Losujemy kule z urny (z réwnymi prawdopodobiefistwami) i z prawdopodobiefi-
stwem b/4 zastepujemy ja kula biata, a z prawdopodobienstwem (1—b/4) — kula czerwong. Serie
eksperymentéw konczymy, gdy wszystkie kule w urnie beda tego samego koloru.

a) Obliczy¢ prawdopodobiefistwo, Ze po zakoficzeniu ostatniego eksperymentu wszystkie kule
beda czerwone.

b) Obliczy¢ wartoé¢ oczekiwang liczby powtérzen eksperymentu.

Miasta A, B, C, D sa polaczone drogami (dwukierunkowymi): A-B, B-C, C-D, D-A, B-D.
Pomiedzy tymi miastami podrézuje komiwojazer. Kazdego dnia opuszcza miasto, w ktérym sie
znajduje, wybierajac losowa wychodzaca z niego droge i udaje si¢ do miasta na jej przeciwleglym
koricu. Dzisiaj komiwojazer przyjechal do miasta A. Obliczy¢ przyblizone prawdopodobiefistwo,
ze 19 lutego 2026 roku bedzie przemieszczal sie droga pomiedzy miastami B i D.



